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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى

A 3D 12-freedom beam element defined in a local system 

  u1 ,  v1,   w1  : Translation at node 1 

in x, y and z directions 
 
Qx1,Qy1,Qz1, :  Rotation at node 1 in 

x, y and z directions 
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى

 :آى دس كِ
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G is the torsional modulus of the material and J is the torsional proportional 

constant for the cross section. 
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى

 :اًتمبل هبتشيس

k Tu Tf  TT k Tu f 

Tk T k T

k u f  
u =T u

TT 

f =Tf

A 3D global 12-freedom beam element 
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى
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 :اًتمبل هبتشيس

Tk T k TA 3D global 12-freedom beam element 

 :آى دس كِ
cos( , ),    cos( , ),   cos( , )

cos( , ),   cos( , ),   cos( , )

cos( , ),   cos( , ),    cos( , )

x x x

y y y

z z z

l x x m x y n x z

l y x m y y n y z

l z x m z y n z z

    

    

    

Direction cosines in : 
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى

 :اًتمبل هبتشيس ّبي هَلفِ
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى

If a distributed load with components wy, wz is applied on the element 

Then the equivalent point loads at the ends of the member are:  

2 22 2
y y y y Tz z z z

w L w L w L -w Lw L -w L w L w L
f [0, , ,0, , ,0, , ,0, , ]
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 ثؼذي سِ فضبي دس هيلِ-تيش الوبى

Input data for beam-bar elements: 

• (X, Y, Z) for each node 

• E , A, G, J, Iz, Iy for each element in local coordinates 

Calculate: 

• The directional cosines 

• The element stiffness matrix in global coordinates 

• The element force vector in global coordinates 

• Assemble the stiffness matrices to obtain the global stiffness matrix 

• Assemble the load vectors to obtain the global load vector 

• Solve the final equation to obtain the displacement at different nodes 
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 هسبيل جبهذات دٍ ثؼذي

Two-Dimensional Problems 
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

 الوبى ّش كلي حبلت دس
  ٍ تٌص هَلفِ ضص داساي

 :است كشًص

 :تٌص ثشاي

 :كشًص ثشاي
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

  سا جبهذات هسبيل هي تَاى كشًص؛ ٍ تٌص اص ّبيي حبلت ثشاي ٍ خبظ ضشايظ دس
ُ سبصي ثب  .ًوَد تجذيل ثؼذي دٍ ثِ ثؼذي سِ حبلت اص سبد

  ثب ايغفحِ ّبييسبصُ ثشاي :ايغفحِ تٌص
 ثبسگزاسي كِ غَستي دس ثبثت؛ ٍ كن ضخبهت

 .گيشد غَست  xyغفحِ ّوبى دس

Plane stress: 

 :هثبل
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

  ثب ّبييسبصُ ثشاي :ايغفحِ كشًص
  سغح ٍ (عَيل) صيبد ضخبهت

  كِ غَستي دس يكٌَاخت؛ همغغ
  ضخبهت ساستبي دس ثبسگزاسي

 .گيشد غَست ( z ساستبي)

plane strain: 

 :هثبل
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

ِ اي تٌص هسبيل ثشاي  :ّوسبى سبصُ يک دس الاستيک غفح

 يب

which means that there are only two 

independent materials constants for 

homogeneous and isotropic materials. 

0، اٍليِ، كشًص  E يبًگ الاستيسيتِ هذٍل، nپَاسَى ًسجت ٍ  G هذٍل 
 .است ثشضي

Plane stress: 
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

 :ًوَد ثيبى لجل هؼبدلِ اص ًيض كشًطْب حست ثش سا ّبتٌص تَاىهي

σ0، است اٍليِ تٌص همبديش. 

 يب

  اي غفحِ كشًص حبلت دس .است ثشلشاس اي غفحِ تٌص حبلت ثشاي فَق ساثغِ
 :ضًَذ جبيگضيي صيش همبديش ثب ثبلا هؼبدلات دس ثبثت همبديش است لاصم

Plane stress: 



دانشكده مكانيك  -دانشگاه صنعتي اصفهان روش اجزاي محدود  16 

 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

ِ اي كشًص حبلت دس كشًطْب حست ثش ّبتٌص ساثغِ ثشاي  :داضت خَاّين غفح

σ0، است اٍليِ تٌص همبديش. 

 :ثب است ثشاثش حشاست دسجِ تغييشات ٍاسغِ ثِ اٍليِ كشًطْبي

plane 
strain 

 α حشاستي اًجسبط ضشيت ٍ T است حشاست دسجِ تغييشات. 
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

 تغييشهكبى-سٍاثظ كشًص

 :ًَضت تَاى هي دٍساى ٍ كشًص كَچک همبديش ثشاي

 :هبتشيسي فشم ثِ ٍ

 آًگبُ گشدد، اختيبس اي چٌذجولِ غَست ثِ جبثجبيي اگش است ٍاضح حبلت ايي دس

 .ثَد خَاّذ جبثجبيي كوتشاص دسجِ يک (تٌص ًتيجِ دس ٍ) كشًص دسجِ
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

 هؼبدلات تؼبدل

 :ًوبيذ غذق تؼبدل هؼبدلات دس ثبيذ سبصُ يک دس تٌص (الاستيسيتِ تئَسي اص)

 دس .است (ٍصى ًيشٍي ًظيش) حجوي ًيشٍّبي ، fx  ٍfy ساثغِ ايي دس
 .ضًَذهي ثشلشاس تمشيجي غَست ثِ تؼبدل هؼبدلات هحذٍد اجضاي سٍش
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 تئَسي پبيِ جبهذاتثش هشٍسي 

 ضشايظ هشصي
   Su لسوت دٍ ثِ سبصُ يک ثشاي  Sهشص

ٍSt  ثش ضشايظ ثٌبثشايي هي گشدد تمسين 
 :اص است ػجبست هشص دٍ ايي سٍي

tx ٍty  ِهمبديش غَست ثِ ٍ ّستٌذ (هشصّب دس تٌص همبيش) هشصّب دس ثبسگزاسي ّبي هَلف  
   .ضًَذ هي ٍاسد هسئلِ دس هؼلَم

 ّبيثبسگزاسي سغَح، سٍي ثش گستشدُ ثبسّبي ًظيش ثبسگزاسي اًَاع هحذٍد اجضاي سٍش دس
 .ضذ خَاٌّذ تجذيل ّب گشُ دس اي ًمغِ ًيشٍّبي غَست ثِ گطتبٍسّب هتوشكض، ًيشٍّبي حجوي،
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 حل دليك هسبيل الاستيسيتِ

 هؼبدلات ثبيستهي سبصُ يک (تٌص ٍ كشًص تغييشهكبى،) دليك حل ثشاي
 ًيض سا هسئلِ سبصگبسي ضشايظ ٍ هشصي ضشايظ ّوچٌيي ٍ گشدًذ ثشلشاس تؼبدل
 .ضًَذ اسضب

  ٍ ًوبيذ تغييش پيَستِ غَست ثِ ثبيذ سبصُ تغييشهكبى هيذاى :سبصگبسي ضشايظ
   .ًجبضذ ّوپَضبًي ٍ گسستگي داساي

Example 
A plate is supported and loaded 

with distributed force p as 

shown in the figure. The 
material constants are E and n. 



دانشكده مكانيك  -دانشگاه صنعتي اصفهان روش اجزاي محدود  21 

 حل دليك هسبيل الاستيسيتِ

:دليكحل   

  تغييشهكبى: 

  كشًص: 

  تٌص: 

Exact (or analytical) solutions for simple 

problems are numbered (suppose there is 

a hole in the plate!). That is why we need 

FEM! 
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 الاستيسيتِ: يبدآٍسي
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Strain energy of the elastic body 

Using the stress-strain law 

In 2D plane stress/plane strain: 

 الاستيسيتِ: يبدآٍسي
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Principle of minimum potential energy: Among all admissible 

displacement fields the one that satisfies the equilibrium equations 

also render the potential energy P a minimum. 

 

“admissible displacement field”:  

1. first derivative of the displacement components exist 

2. satisfies the boundary conditions on Su 

 الاستيسيتِ: يبدآٍسي
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثؼذي

ُ ّب ثِ   جسن دٍ ثؼذي ثِ اجضاي هحذٍدي تمسين ثٌذي ضذُ ٍ ثِ كوک گش

 .اًذيكذيگش هتػل ضذُ
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثؼذي

ُ ّب ثِ   جسن دٍ ثؼذي ثِ اجضاي هحذٍدي تمسين ثٌذي ضذُ ٍ ثِ كوک گش

 .اًذيكذيگش هتػل ضذُ
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثؼذي

ُ ّب  (u,v)تغييشهكبى  ِ اي ثِ غَست دسًٍيبثي اص تغييشهكبى گش ثشاي الوبى غفح

(ui,vi)  ،تَسظ تَاثغ ضكلNi، ثِ دست هي آيذ  . 

 تغييشهكبى ثشداس d ٍ تغييشهكبى ثشداس u ضكل، تَاثغ هبتشيس ،N فَق ساثغِ دس
   .است ّب گشُ
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثؼذي

 ثشاي الوبى هثلثي (u,v)تغييشهكبى : هثبل
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثؼذي

 :داضت خَاّين تغييشهكبى -كشًص ساثغِ ثِ تَجِ ثب

 .ضَد هي ًبهيذُ تغييشهكبى-كشًص هبتشيس ،B=DN هبتشيس

 :اص است ػجبست الوبى يک دس ضذُ رخيشُ اًشطي
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 سٍش اجضاي هحذٍد دس هسبيل دٍ ثؼذي

-تٌص ساثغِ اص كِ است هبتشيس يک ،E ايٌجب دس ثؼذي، يک حبلت خلاف ثش
 .( اي غفحِ كشًص يب ٍ اي غفحِ تٌص هؼبدلات ) آيذ هي دست ثِ كشًص

 .است هتمبسى ،E هبتشيس صيشا است هتمبسى هبتشيس يک k هبتشيس
 ٍ B هبتشيس ثِ كبهل ثستگي k هبتشيس هطخع، خَاظ ثب هبدُ يک ثشاي

 ثشسسي ثشاي هحذٍد اجضاي سٍش دلت ثٌبثشايي .داسد ضكل تَاثغ ثِ ًتيجِ دس

 .گشدد ثشهي ضكل تَاثغ اًتخبة ثِ سبصُ

 سختي هبتشيس
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 الوبى هثلثي خغي

 ٍ دٍ، دسجِ ٍ خغي هثلثي الوبًْبي ثؼذي دٍ هسبيل دس استفبدُ هَسد الوبًْبي
 .ّستٌذ دٍ دسجِ ٍ خغي هشثؼي الوبًْبي

Linear Triangular Element 

Constant Strain Triangle (CST or T3) 
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 الوبى هثلثي خغي

ِ ّبي خلاف جْت دس كِ داسد ٍجَد گشُ سِ الوبى ايي سئَس دس  سبػت ػمشث

ُ گزاسي   ٍ x جْت دس جبثجبيي) آصادي دسجِ دٍ داساي گشُ ّش .هي ضًَذ ضوبس

y) ضًَذهي گشفتِ ًظش دس خغي تَاثغ غَست ثِ الوبى داخل دس تغييشهكبى .است: 

bi (i=1,2,…6)   ّستٌذثبثتي اػذاد.   
 :كشًص ػجبست است اصهمبديش فَق تغييشهكبى ثب  

الوبى  هثلثي خغي، الوبى ايي سٍ اص .  ثَدكل الوبى خَاّذ همبديش ثبثتي ثشاي كِ 
 .ضَدًيض ًبهيذُ هيكشًص ثبثت هثلثي 

)*( 
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 الوبى هثلثي خغي

 :اص است ػجبست ّبگشُ دس تغييشهكبى

 همبديش هيتَاى هؼبدلِ ضص ايي حل ثب
bi (i=1,2,…6)  تغييشهكبى ثشحست 

 دست ثِ ّب گشُ هختػبت ٍ ّب گشُ
 دس bi همبديش جبيگضيٌي ثب .آٍسد

 :داضت خَاّين )*( هؼبدلِ
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 الوبى هثلثي خغي

 :اص است ػجبست هختػبت اص خغي تَاثؼي غَست ثِ ضكل تَاثغ ساثغِ ايي دس

 :آى دس كِ
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 الوبى هثلثي خغي

 :خغي هثلثي الوبى دس ضكل تَاثغ خػَغيبت
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 الوبى هثلثي خغي

 :خغي هثلثي الوبى دس ضكل تَاثغ خػَغيبت
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 الوبى هثلثي خغي

 :خغي هثلثي الوبى دس ضكل تَاثغ خػَغيبت

 :الوبى اص ًمغِ ّش ثشاي
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 الوبى هثلثي خغي

 :اص است ػجبست كشًص همبيش
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 الوبى هثلثي خغي

 :اص است ػجبست كشًص همبيش

 .است  xij = xi - xj , yij = yi - yj (i, j = 1, 2, 3) آى دس كِ
  ثشاي ًيض تٌص كشًص،-تٌص ساثغِ ثِ تَجِ ثب .ّستٌذ ثبثتي همبديش الوبى كل ثشاي كشًطْب

 . ثَد خَاّذ ثبثت الوبى كل
 EBds
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 الوبى هثلثي خغي



 .ثَد خَاّذ هتمبسى 6×6 هبتشيس يک كِ

t=thickness of the element 

A=surface area of the element 

t 

A 


