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 هسبيل در هَخَد هزسي ضزايط ٍ هبدُ پيچيذُ رفتبر ٌّذسي، پيچيذگي 
 .است سبختِ رٍثزٍ دضَاري ثب را دقيق حل ثِ رسيذى ٍاقؼي،

 ُهي دست ثِ هحذٍد سهبى در كِ قجَل قبثل تقزيجي ّبيحل اس استفبد 
 .است ّباًتخبة ايي اس يکي هحذٍد اخشاي رٍش است ًبپذيز اختٌبة آيذ

در تقزيجي حل ثِ رسيذى ثزاي ػذدي رٍش يک هحذٍد اخشاي رٍش 
 تَسط آًْب ثز حبكن رفتبر كِ است هٌْذسي ٍ فيشيکي هسبيل اس ثسيبري

 اس رٍش ايي در .ضَد هي ثيبى ديفزاًسيل هؼبدلِ (دستگبُ يک يب ٍ) يک
  سَد ًظز هَرد هدَْل كويت تقزيت ثزاي ّوَار ٍ ايتکِ چٌذ پيَستِ تَاثغ
 .ضَد هي ثزدُ

 



دانشكده مكانيك  -دانشگاه صنعتي اصفهان روش اجزاي محدود  
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  اس پيچيذُ هسئلِ يک حل يبفتي هحذٍد، اخشاي رٍش در اصلي ّذف 
ُ تز هذل يک ثب آى خبيگشيٌي طزيق  هحذٍد اخشاي رٍش در .است سبد
ِ اي صَرت ثِ حل ًبحيِ ِ ّبي سيز اس هدوَػ   ثِ ّن، ثِ هتصل كَچک ًبحي

 يب قطؼِ ّز ثزاي اداهِ در .هي ضَد گزفتِ ًظز در هحذٍد اخشاي يب ٍ الوبى ًبم
  ... ٍ اخشاء ايي ًوَدى سَار ثب .ضَد هي فزض هٌبست تقزيجي حل يک الوبى

 ايي ارضبي ثب .ضَدهي استخزاج (سبسُ هبًٌذ) سيستن كلي تؼبدل ضزايط
 .آيذ هي دست ثِ (هکبًْب تغييز) ًظز هَرد كويت ثزاي تقزيجي خَاة ضزايط
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 رٍش  اخشاي هحذٍد: هقذهِ
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 رٍش  اخشاي هحذٍد: هقذهِ
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       تقزيت گسستِ سبسي            Discretized approximation 

 

Rayleigh-Ritz principle 

• Approximation in the whole domain 

• Higher-order continuous function 

• Fewer base functions 
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       تقزيت گسستِ سبسي            Discretized approximation 

 

Another method 

• Pieces function approximation in sub-domain 

• Linear or polynomial function 

• More base functions 
 ايذُ اسبسي رٍش اخشاي هحذٍد
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 رٍش  اخشاي هحذٍد: هقذهِ
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FINITE 

Finite Number 

There is only 

finite number of 

elements in your 

analysis model, 

not infinite. 

Finite Accuracy 

The accuracy of 

your analysis is 

finite. Even for 

very fine model, it 

is not accurate 

solution. 

 رٍش  اخشاي هحذٍد: هقذهِ
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 سبسي رٍش اخشاي هحذٍد سبسي ٍ ضجيِ هذل
 ثز هجٌبي هذل ريبضي   







 

FEM

 



هذل ريبضي

سيستن فيشيکي  
ال ايذُ   هذل گسستِ   حل گسستِ
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ِ سبسي رٍش اخشاي هحذٍد  هذل سبسي ٍ ضجي
 ثز هجٌبي هذل فيشيکي   
 







FEM 

 

هذل ريبضي 
ال ايذُ

سيستن فيشيکي  
  هذل گسستِ   حل گسستِ
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 ثٌْگبم ًوَدى رٍش اخشاي هحذٍد ثب هذل فيشيکي  
 

 سيستن
 فيشيکي   

 اطلاػبت
 تدزثي 

هذل 
 گسستِ

حل هذل 
 گسستِ

FEM  
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 تزكيت دٍ هذل فيشيکي ٍ ريبضي در رٍش اخشاي هحذٍد
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 تبريخچِ رٍش اخشاي هحذٍد

Trial function  

Engineering Mathematics 

Finite difference 

method 
Variational 

method 

Method of Weighted 

Residuals 

Continuous trial 

function Variable finite 

difference method 

Direct continuum 

elements 
Present Finite 

Element Method 

Similar structure 

replacement 

Richardson 1910 

Liebman 1918 

Southwell 1946 Gauss 1795 

Galerkin 1915 

Biezeno-Koch 1923 

Rayleigh 1870 

Ritz 1909 

Hrenikoff 1941 

Mchenry 1943 

Newmark 1949 

Argyris 1955 

Turner et al. 1956 

Courant 1943 

Prager-Synge 1947 

Zienkiewicz 1964 Varga 1962 

First coined by Clough 1960 
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  1943 ............ Courant  : اخشاي رٍش هطبثِ رٍش ثبر اٍليي ثزاي ٍي  
 هثلثي ًَاحي در كِ اي تکِ پيَستگي داراي تَاثغ اس آى در كِ كزد ارائِ هحذٍد

  .كزد استفبدُ ضًَذهي زيفتؼ

  1956 ............ Turner, Clough, Martin and Topp: يک در آًبى 
 سبسُ تحليل ثزاي (ضذُ هفصل ّبيهيلِ ضبهل) سبدُ هحذٍد اخشاي كبرثزد هقبلِ

 رٍش تَسؼِ در كليذي پيطزفت يک ػٌَاى ثِ تحليل ايي .ًوَدًذ استفبدُ َّاپيوب
.آهذ هي حسبة ثِ هحذٍد اخشاي

 تبريخچِ رٍش اخشاي هحذٍد
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  1960 ............ Clough : تحليل هثلثي الوبًْبي اس استفبدُ ثب تَاًست ٍي 
.دّذ اًدبم يا صفحِ تٌص ضزايط در را َّاپيوب ي سبسُ ثبل يک

ِّ(هزكشي پزداسًذُ ثب) ديديتبل كبهپيَتزّبي ٍرٍد ثب دِّ ايي در : 1970 د، 
 ثطَر ٍ گزديذ فزاّن هحذٍد اخشاي در ًيبس هَرد هحبسجبت ثزاي ًيزٍهٌذي اثشار

 .داد تَسؼِ را رٍش ايي ػولي

ِّرٍش پزداسش پس ٍ پزداسش پيص هزاحل اًدبم سهيٌِ دِّ ايي در : 1980 د 
 .ضذ فزاّن ضخصي كبهپيَتزّبي در هحذٍد اخشاي

ِّهحذٍد اخشاي رٍش كوک ثِ ثشرگ ّبي سبسُ تحليل دِّ ايي در : 1990 د 
 .گزفت اًدبم

 تبريخچِ رٍش اخشاي هحذٍد



دانشكده مكانيك  -دانشگاه صنعتي اصفهان روش اجزاي محدود  17 

 :هحذٍد اخشاي رٍش در آسادي درخبت

 آسادي درخِ 100 تب تحليل :1950 دِّ

 آسادي درخِ 1000 تب تحليل :1960 دِّ

 آسادي درخِ 10000 تب تحليل :1980 دِّ

 آسادي درخِ 100000 تب تحليل :1990 دِّ

آسادي درخِ هيليَى چٌذيي تب 500000 اس تحليل :2000 دِّ

 تبريخچِ رٍش اخشاي هحذٍد
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 :هحذٍد اخشاي رٍش سهيٌِ در ضذُ هٌتطز هقبلات

 هقبلِ 10 :1961 تب

 هقبلِ 134 :1966 تب

 هقبلِ 844 :1971 تب

 هقبلِ 7000 :1976 تب

 هقبلِ 20000 :1986 تب

...................... 

 تبريخچِ رٍش اخشاي هحذٍد
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ِ سبسي ػذدي  رٍش ّبي گسستِ سبسي خْت ضجي

19 

 رٍش اخشاي هحذٍدFinite Element method             

    رٍش تفبضل هحذٍد        Finite Difference method 

        رٍش اخشاي هزسي    Boundary Element method 

         رٍش حدن  هحذٍد         Finite Volume method 

     رٍش ثذٍى الوبى                    Mesh Free method 

                              رٍش طيفي              Spectral method 
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 Direct Methodرٍش هستقين                                             -1

 Variational Method   رٍش  حسبة تغييزات                  -2

 Method Weighted Residualsّبي ٍسًي رٍش ثبقيوبًذُ-3

 رٍش گبلزكيي  -3-1             

 رٍش حذاقل هدذٍرات -3-2             

           Method Stiffnessرٍش سختي                                       -4

 ...و 



 رٍش ّبي استخزاج هؼبدلات رٍش اخشاي هحذٍد  
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  .ّبي سبدُ قبثل اخزاست ايي رٍش ثزاي الوبى -الف:        رٍش هستقين -1

         هطبلؼِ خْت فيشيکي، هفبّين ثزدى ثبلا ثِ تَخِ ثب -ة                                  
  .است ارسش ثب ثسيبر     

ايي رٍش ثزاي هسبيلي قبثل پيبدُ سبسي است كِ :   رٍش  حسبة تغييزات-2
 .رفتبر حبكن ثز آى ثِ فزم اًتگزالي ثيبى ضَد

 :ّبي ٍسًي رٍش ثبقيوبًذُ-3

ايي رٍش ثزاي هسبيلي كِ رفتبر حبكن ثز آى ثِ فزم هؼبدلات ديفزاًسيل ثبضذ ٍ 
.ضَد ثيبى اًتگزالي آى در دستزس ًجبضذ استفبدُ هي
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   سبسُ سبسي (هدشا) گسستِ : (I)  هزحلِ

  كَچکتز ّبي ثخص ثِ ًظز هَرد حل ًبحيِ يب هکبًيکي سبسُ هزحلِ ايي در
 در .ضَد هي ضٌبختِ گزُ ًبم ثِ الوبى هزس در هطتزک ًقبط .ضَد هي تقسين (الوبى)

   .ًوَد گيزي تصوين ثبيذ الوبى تزتيت ٍ تؼذاد ًَع، هَرد

   كوّي صَرت ثِ الوبى ثز حبكن فيشيکي رفتبر ارائِ : (II)  هزحلِ

  ثِ هکبًيکي سبسُ الوبًْبي ثز حبكن فيشيکي رفتبر است لاسم هزحلِ ايي در
 .ضَد ثيبى هؼبدلِ (چٌذ يب ٍ) يک صَرت
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 هٌبست خبثدبيي هذل يب يبة درٍى هذل يک اًتخبة : (III)  هزحلِ

 يب فطبر دهب، تٌص، خبثدبيي، هبًٌذ) هيذاى هتغيز ٍاقؼي تغييزات كِ آًدب اس
 داخل در هيذاى هتغيز تغييزات است، هدَْل پيَستِ هحيط ايي داخل در (سزػت

 حست ثز ٍ ضًَذ هي سدُ تقزيت سبدُ تبثغ يک ٍسيلِ ثِ هحذٍد الوبى يک
  تبثغ) يبة درٍى هذل هؼوَلاً .ضًَذ هي ثيبى ّب گزُ در هيذاى هتغيزّبي هقبديز

   .گيزًذ هي ًظز در اي خولِ چٌذ ضکل ثِ را (ضکل تَاثغ تقزيت،

 تَصيف ػوَهي رٍش اخشاي هحذٍد  
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 تَصيف ػوَهي رٍش اخشاي هحذٍد  

       الوبى ًيزٍي ثزدارّبي ٍ سختي  هبتزيس آٍردى دست ثِ : ((IVهزحلِ

  ضذ، ًَضتِ الوبى يک ثزاي (تؼبدل هؼبدلات هبًٌذ) هيذاى هؼبدلات كِ ٌّگبهي
  هبتزيس هزحلِ ايي در .ثَد خَاٌّذ ّب گزُ در هيذاى هتغيز هسئلِ، هدَْلات

 .ضَد هي هحبسجِ الوبى ًيزٍي ثزدار ٍ سختي

  هؼبدلات آٍردى دست ثِ ثزاي الوبًْب هؼبدلات كزدى (خوغ) سَار : ((Vهزحلِ
       تؼبدل كلي

  ثزدارّبي ٍ سختي  هبتزيس است، ضذُ تطکيل الوبى چٌذيي اس سبسُ كِ آًدب اس
 .ضًَذ هي خوغ يکذيگز ثب هٌبست رٍش يک ثب را هٌفزد الوبًْبي ًيزٍي
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 تَصيف ػوَهي رٍش اخشاي هحذٍد  

      ّب گزُ در (ّب خبثدبيي) هيذاى هتغيزّبي آٍردى دست ثِ : ((VIهزحلِ

 ضًَذ اصلاح هزسي ضزايط ثزاي ثبيذ (تؼبدل هؼبدلات هبًٌذ) هيذاى كلي هؼبدلات
 هيذاى هتغيزّبي هقبديز هٌبست ػذدي رٍش يک اس استفبدُ ثب آى اس پس ٍ

 .ضًَذ استخزاج

 (الوبى كزًطْبي ٍ تٌطْب ًظيز ) ٍاثستِ هتغيزّبي هحبسجِ : ((VIIهزحلِ

  هتغيزّبي هيتَاى (ّب خبثدبيي ًظيز) هيذاى هتغيزّبي اس استفبدُ ثب ًيبس صَرت در
  حبكن لشٍم هَرد هؼبدلات اس استفبدُ ثب را (الوبى كزًطْبي ٍ تٌطْب ًظيز ) ٍاثستِ

   .ًوَد هحبسجِ (خبهذات هکبًيک هؼبدلات ًظيز) هسئلِ ثز
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ُ سبسي رٍش اخشاي هحذٍد  پيبد

 پزداسش پيص : ((Iهزحلِ

 سپس .ضَد هي سبختِ هسئلِ ضذُ ثٌذي ضجکِ هذل ٍ ٌّذسي هذل هزحلِ ايي در
 .گزدد هي اػوبل هذل ثِ هزسي ضزايط ٍ ثبرگذاري

 هحذٍد اخشاي هذل حل : ((IIهزحلِ

  .ذيزدپ هي اًدبم هزحلِ ايي در كلي هؼبدلات حل ٍ سيستن هؼبدلات كزدى سَار

 پزداسش پس : ((IIIهزحلِ

 ًتبيح ًوبيص ٍ ًوَدى آهبدُ
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 ًزم افشارّبي اخشاي هحذٍد 

Year Software  Company  Website  

1965 ASKA (PERMAS) IKOSS GmbH, 

(INTES),Germany  

www.intes.de 

1966 NASTRAN  MacNeal-Schwendler Corp., 

USA 

www.macsch.com 

1967 ASAS  Atkins Res.&Devel., UK www.wsasoft.com 

1970 ANSYS Swanson Anal. Syst., USA www.ansys.com 

SAP NISEE, Univ. of California, 

Berkeley, USA 

www.eerc.berkeley.

edu 

1975 ADINA  ADINA R&D, Inc., USA www.adina.com 
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Year Software  Company  Website  

1976 NISA   Eng. Mech. Res. Corp., 

USA  

www.emrc.com 

1978 DYNA2D, DYNA3D  Livermore Softw. Tech. 

Corp., USA  

www.lstc.com 

1979 ABAQUS Hibbit, Karlsson & 

Sorensen, Inc., USA  

www.abaqus.com 

1980  

 

LUSAS  FEA Ltd., UK  www.lusas.com 

1982 COSMOS/M  Structural Res. & Anal. 

Corp., USA  

www.cosmosm.com 

1984 ALGOR Algor Inc., USA  www.algor.com 

 ًزم افشارّبي اخشاي هحذٍد 
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•ANSYS (General purpose, PC and workstations) 

•NISA (PC and workstation) 

• SDRC/I-DEAS (Complete CAD/CAM/CAE package) 

• NASTRAN (General purpose FEA on mainframes) 

• ABAQUS (Nonlinear and dynamic analyses) 

• COSMOS (General purpose FEA) 

• ALGOR (PC and workstations) 

• PATRAN (Pre/Post Processor) 

• HyperMesh (Pre/Post Processor) 

• Dyna-3D (Crash/impact analysis) 

•  ......  

 ًزم افشارّبي اخشاي هحذٍد 
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 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  

  Static analysis 

 Deflection 

 Stresses 

 Strains 

 Forces 

 Energies 

  Dynamic analysis 

 Frequencies 

 Deflection (mode shape) 

 Stresses 

 Strains 

 Forces 

 Energies 

 Temperature 

 Heat fluxes 

 Thermal gradients 

 Heat flow from 

convection faces 

  Heat transfer analysis 

 Pressures 

 Gas temperatures 

 Convection coefficients 

 Velocities 

  Fluid analysis 
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 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  

  Automotive industry 

 Static analyses 

 Modal analyses 

 Transient dynamics 

 Heat transfer 

 Mechanisms 

 Fracture mechanics 

 Metal forming 

 Crashworthiness 

 Static analyses 

 Modal analyses 

 Aerodynamics 

 Transient dynamics 

 Heat transfer 

 Fracture mechanics 

 Creep and plasticity analyses 

 Composite materials 

 Aeroelasticity 

 Metal forming 

 Crashworthiness 

  Aerospace industry 

  Architectural 

  Soil mechanics 

  Rock mechanics 

  Hydraulics 

  Fracture mechanics 
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 ثٌذي هسبيل هکبًيک خبهذاتتقسين

Analysis of solids 

Static Dynamics 

Behavior of Solids 

Linear Nonlinear 

Geometric 

Contact 

Material 

Plasticity 

Viscoplasticity 

Stress Stiffening 

Large Displacement 

Instability 

Geometric 

Classification of solids 

Skeletal Systems 

1D Elements 

Plates and Shells 

2D Elements 

Solid Blocks 

3D Elements 

Trusses 

Cables 

Pipes 

Plane Stress, Plane Strain 

Axisymmetric 

Plate Bending 

Shells with flat elements 

Shells with curved elements 

Brick Elements 

Tetrahedral Elements 

General Elements 

Elementary Advanced 
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 سزفصل درس 

 آضٌبيي ثب هفبّين اٍليِ رٍش اخشاي هحذٍد•

 رٍش ّبي استخزاج هؼبدلات اخشاي هحذٍد  •

 رٍش هستقين استخزاج هؼبدلات اخشاي هحذٍد ثِ رٍش هستقين •

 ػذدي الوبى هيلِ دٍ ثؼذي، سِ ثؼذي ّوزاُ ثب پيبدُ سبسي: آًبليش استبتيکي•

 الوبى تيز دٍ ثؼذي، سِ ثؼذي ّوزاُ ثب پيبدُ سبسي ػذدي •

 حل هسبيل دٍ ثؼذي خبهذات؛ الوبى هثلثي، الوبى هزثؼي، الوبى صفحِ•

 رٍش اخشاي هحذٍدتکٌيک ّبي هذل سبسي ٍ حل هسئلِ ثِ •

33 
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 سزفصل درس 

؛ ّوگزايي، اػوبل قيَد، اًتگزال اخشاي هحذٍدرٍش حل هؼبدلات •
 گيزي ػذدي

 اخشاي هحذٍد ثِ صَرت فزم ضؼيففزهَل ثٌذي رٍش •
 رٍش حسبة تغييزات -*                         
ُ ّبي ٍسًي، گبلزكيي -*                           رٍش ثبقيوبًذ
 ريتش-رٍش ريلي -*                         

 حل هسبيل هيذاى ثِ رٍش اخشاي هحذٍد •
 حل هسبيل ديٌبهيک ثِ رٍش اخشاي هحذٍد  •

34 
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 اّذاف درس

   













•   MATLAB 

•   ABAQUS ANSYS 
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Try to study FEA by: 

 Mathematical principle + Analysis modeling + 

Software application 

Try to use FEA by 

 Software + Practical problem + Self development 

 اّذاف درس
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1- Introduction To Finite Elements in Engineering   

T. Chandrupatla and A. D. Belegundu, Prentice Hall, 2001. 

2- A First Course in the Finite Element Method 

D.L. Logan, 2011. 

3- The Finite Element Method in Engineering 

S.S. Rao, 2010.  

4- A First Course in Finite Elements 

J. Fish, and T. Belytschko, 2007.   

5-An Introduction to the Finite Element Method  

J. N. Reddy, McGraw-Hill, 1993. 

6- Fundamental Finite Element Analysis and Applications 

 M. A. Bhatti, 2005. 

7- The Finite Element Method Linear Static and Dynamic Finite Element Analysis  

Thomas J. R. Hughes, Prentice-Hall, 2000. 

8-Finite Element Modeling for Stress Analysis   

 R. D. Cook, John Wiley & Sons, 1995. 

9- The Finite Element Method: Volume 1, Basic Formulation and Linear Problems    

O. C. Zienkiewicz and R. L. Taylor, 2000. 
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\\172.16.60.6\teachers\mashayekhi\Finite Element Method 

 رٍش اخشاي هحذٍد   

 ثبرم ًوزُ

 % 10  :  تکبليف
 % 40: اهتحبى هيبًتزم

 % 50: يبًتزمپباهتحبى 

  9 - 11: سبػت    94/8/27 ضٌجِ  چْبر

 :فبيل ّبي درس، تکبليف ٍ هزاخغ
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 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  

39 

FEA & Structure 
Beijing National Stadium (40,000 tons) 

Herzog and de Meuron, Arup, CAG.From  
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Mode shape 

FEA & Structure 
Beijing National Stadium 

Herzog and de Meuron, Arup, CAG.From  

 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  
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FEA & Structure 
Beijing National Stadium Failure verification 

Herzog and de Meuron, Arup, CAG.From  

 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  
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FEA & Structure 
Beijing National Stadium Truss column design 

Herzog and de Meuron, Arup, CAG.From  

 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  
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FEA & Structure 
Beijing National Stadium Construction process 

Herzog and de Meuron, Arup, CAG.From  

 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  
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FEA & Structure 
Beijing National Stadium Construction process 

Herzog and de Meuron, Arup, CAG.From  

 كبرثزد رٍش اخشاي هحذٍد  


